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LE CONDIZIONI PERCHE
DUE CURVE GOBBE SIANO OMOLOGICHE
RISPETTO AD UN CENTRO ASSEGNATO

Nota del dott. CarLo FrLIcE MANARA
Presenianta daul M. E. prof. 0. Chisini

(Adunanza dell’' 1l gennnio 195})

Sunto. ~— Si considerano due curve algebriche gobbe irriducibili
1 @ p’, giacenti in uno stesso cono di vertice O e passanti v volte per
O stesso. Ogni coppin di rami di p e »’ per O (aventi la stessa tan-
gente e 1o stesso piano osculatore) da luogo ad un invariante differen-
zinlo proiettiva. Si dimostra che condizione necessaria e sufficiente
affinché p o p’ sianno omologiche rispetto al centro O & che tali inva-
vianti differenziali siano tutti uguali tra loro ed anche uguali a certi
invarianti finiti che si costruiseono in base ai segmenti secati da y
e ¥’ su ciasouns corda coraune per O.

§ 1. - Scopo della presente Nota & la risoluzione del problema
di determinare le condizioni necessarie e sufficienti affinché due
curve gobbe algebriche irriducibili siano trasformate 1’ una nel-
I’altra da una omologia avente un centro assegnato 0.

Il problema ci si & presentats, sotto forma apparentemente
pilt generale, ma sostanzialmente equivalente, nel corso di altre
ricerche ed ha importanza in relazione ad esse; tuttavia ¢i sembra
che il suo risultato abbia interesse anche per sé stesso e quindi
lo presentiamo libero da elementi che gli sono estranei. Notiamo
inoltre il fatto che, per la soluzione, sono confluite considerazioni
appartenenti ai due campi della geometria proiettiva differenziale
e della geometria algebrica.

§ 2. - Siano dunquse » e p’ due curve gobbe algebriche irri-
ducibili che hanno lo stesso ordine N e sono proiettate da un
centro O secondo lo stesso como I'.

Diciamo z, 7, ... 7, i rami con cui y passa per O; rami che
supporremo in tutta questu trattazione essenzialmente lineari e
regolari, cioé a coutatto bipunto con le relative tangenti. Siano
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b,y ty oo 1y tali rvette, rispettivamente tangenti a 7,7, .. 17, in O,
e 7, .. m rispettivamente i piani osculatori. Poniamo che ad ogni
ramo 7z, di ¥ corrisponda un ramo z° di ' avente la stessa tangente
7i; allora in seguito alla ipotesi da noi fatta sulla nnicita del cono
proisttante I, & chiaro che i due rami r; e ; avranno lo stesso
piano osculatore che risulta toccare I' Jungo la generatrice t;.

Parvimenti diciamo d,, d, ... ds le corde proprie di » per O,
cioé le rette che siappoggiano a » fuori di O in due punti e che
corrispondono a generatrici doppie di I'; enche qui é chiaro che
le rette d,, d, ... ds sono pure corde di /',

Per semplicith supporremo che si presenti qui il caso gene-
rale, cioé che le rette ¢ e «; siano tutte distinte, e che inoltrs
le d; siano generatrici di I' a carattere nodale: tals ipotesi sem-
plificativa non implica nessuna restrizione .per la generalita delle
nostre conclusioni giacohé i casi da nol esclusi (che ciod Je rette
ti ® dj non siano distinte o che qualche ¢/, sia a carattere cuspi-
dale) si lasciano trattare senza difficoltd alcuna come casi limiti
di quello che consideriamo.

Assumiamo ora il punto O coincidente col punto Z, impro-
prio dell’asse z di un sistema di coordinate certesiane x, y, 5 &
consideriamo la carva £ il cui ordine indicheremo con n (%), se-
zione del cono I' col piano z = 0. K chiaro che £ possiedera certi 6
nodi D, ... Ds che sono le traccie delle rette , .. ds sul piano
z =0 e certi » punti T, ... T, (il cui gruppo indichersmo sem-
plicemente come gruppo T) che sono le traceie delle rette .

Come & noto, i gruppi di punti sezioni di  con i piani
dello spazio sono proiettati da O in gruppi G di / appartenenti
ad una serie g: la quale, per staccamento del gruppo neutro T,
da la g° delle sesioni rettilinee di /, proiesioni dei gruppi di »

secati dai piani della stella avente centro inm O.

Analogamente 1 groppi di punti sezioni di »’ con i piani dello
spazio sono proiettati in gruppi G’ di / appartenenti ad una g: la
quale, per staccamento del gruppo neutro T, da la stessa gi delle
sezioni rettilinee di /1.

Sia ora i ura curva aggiunta ad 7, passante per il gruppo T
e di ordine opportunamente alto, tale che essa possa essere scelta
in modo che non sia tangente ad f in nessuno dei punti T, né
ad alcuno dei rami di f nei punti doppi di questa. Diciamo i
Yordine di y e sia M il gruppo che essa seca su f fuori di T;

(*) Qui & nel seguito indicheremo con fa stessa lettera unu curva
piana ed il polinomio che, uguagliato a zero, ne da la equazione. Tale
polinomio, come & chiaro, & definito & menc di un fattore costante.
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siano pol gmyr € ¢'m-1 due curve di ordine m -|- 1, aggiunte
ad £, passanti per M e secanti su f, fuori di M due gruppi, G e
G’ rispettivamente, immagini dei gruppi secati su y e 3’ dal piano
2 =0.

Allora la gi dei gruppi G pud ritenersi secata su [ dalle

curve del sistemna lineare triplamente infinito:
omir + (@2~ by +¢) . pm=0

o rispettivamente la g'i dei gruppi G’ dalle curve del sistema
analogo :
P'met + (@z 4 by + ) ym =0

Di conseguenza la » ammetterd la rappresentazione monoidale:

. v (z, ¥)
=0; z=n(w —_ L
4 ’ U( '9) Yy (“‘7 y)
e la »' la rappresentazione analoga:
) , @ (2, ¥)
=3 0 N T = r == -
/ ; W (@, y) v (@ )

§ 8. - Ricordiamo ora che, come é noto ('), le proiezioni di
due rami gobbi regolari aventi Ja stessa origine, la stessa tan-
gente e lo stesso piano osculatore, eseguite da un punto generico
sopra un piano geuerico, hanuo un invariante J di Mehmke-Segre
che non dipsnde dal panto scelto come centro di proiezione né
dal piano su cai si proietta. Esso costituisce pertanto un inva-
riante proiettivo differenziale della coppia dei rami.

Ora per quanto riguarda le nostre curve y e »' abbiamo gia
osservato che ad ogni ramo 7; di ¥ per O corrisponde un ramo
i di ' avente la stessa tangente ¢, e lo stesso piano osculatore;
nelle rappresentazioni monoidali delle curve » e »’ che abbiamo
dato nel precedente paragrafo essi corrispondono ad uno stesso
punto T; di / che & polo @i primo ordine tanto per la funzione 3
che per la funzione »'. Il legame tra il comportamento relativo
delle funziont » ed 4’ in un punto Ti e ’invariante J dei due
rami corrispondenti & precisato dal seguente :

LuMna: In ogni punto T; il rapporto delle parti principali
delle funzioni » ed 3, considerate come funzioni dei punti di f,
vale l'invariante J dei corrispondenti rami di y e »'.

{(*) Cfe. Fusizt e CrcH, Geometria projettiva differensiale. Tome 11,
Appendice II (di E. Bompiani). 11, 1.
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La dimostrazione si-riduce ad una semplice verifica analitica.
Infatti & sempre possibile assumere T, nell’origire delle coordi-
nats &, y e scegliere le unita di misura sui due assi in modo
che la funzione algebrica y () definita dalla equazione:

flor, yi=0
ammetta, per x# abbastanza piccolo, lo sviluppo:
y=a+ ..
La equazione di 1 assumeri la forma :
w=Imax+ ny 4. = 0|

(essendo i termini tralaseiati di grado superiore al primao in =, y)
od analogamente si avrd:

{o=letoex-+ Y + .= 0}

o' =i + o,z +ayy b =0
Quindi nell’intorno di & = O le funzioni y ed %' dei punti della y
potranno essere sviluppate secondo le potenze di « nella forma:

a o

+ 9 (&) y = + ¥ (x)

mx m

essendo ¥ e ¢' funzioni regolari, Pertanto il rapporto delle parti

principali vale :

lim#'/y = &'}a
x —0

Operiamo ora la seguente trasformuzione proiettiva, che porta il
punto O nella origine degli assi:

X = |z Y =y/z Z =1z

Allora il ramo 7 di y che ci interessa sari rappresentato nelle
nuove coordinate X, Y, Z da:

| X=iwi+
| o
!Y:f——:&'“—k
’ -4
L,

\ o«
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sd analogamente il ramo 7’ di »' da:

,X= 1’)1.‘ w’+...
P

Y= m] x® 4 ...
@
)

Manifestamente per la trasformazione 1’ invariante J non cambia;
e risulta facile calcolarlo su questi ultimi rami, per es. comside-
rando la loro proiezione dal punto improprio dell’ asse dells ¥
sul piano gsculatore Y ==0; esso vale, come vuole la tesi J = a'/a.

§ 4. - Oonsideriamo ora una cords dj per O comune a p e "
e diciamo Aj e Bj i punti secati su di essa da y fuori di O, ed
A’y & B’ quelli secati da p’; precisamente chiamiamo A'j il punto
di » in cui la tangente & complanare con quella di y in Aj e
B’ quello in cui la tangente & complanare con quella di y e Bj.

E facile verificare che i cingue punti allineati O, A;, Bj,
A’j, B'; danno luogo ad una espressione invariante proiettiva:

0A4A; . 0B;. A B
OA'; . OB . A)B;

hy =

il cui significato & quello dell’ invariante dalla proiettivitd defi-
nita su d; dalle due terne O A;B;, OA’; B;.

E ora facile stabilire la vahdxth della seguente :
OssErvazIoNE: Data la particolare posizione da noi scelta per il
punte O, ogni invariante hj si riduce a:

y o AVES
A; B
cioé al rapporto dei segmenti finiti intercettati su ogni corda
d, dalle curve y e y.

Portanto si pnd calcolare analltlcamente un invariante /., nella
rappresentazione monoidale da noi data; invero, detto 7 il li-
mite dei valori della funzione y calcolata per un punto P di f
quando P tende a D; su uno dei rami di / per D;j stesso, ed ;s il

, limite analogo per ’altro ramo, ed 3’1, %52 1 limiti analoghi per
la. funzione %', 8i ha:

7712 _ 77 i1
me—'m

(1) hj =
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Siamo ora in grado di concludere la nostra ricerca dimo-
strando il seguente :

TrorEma : Affinché due curve » e y', proiettate da un centro
O secondo uno stesso cono & tali che ogni ramo di » per O &
ivi tangente ad uno di 7, siano trasformate 'una pell’ altra da
una omologia @ avente centro in O & necessario e sufficiente
che gli invarianti differenziali J definiti dalle coppie di rami di
y ey per O e gli invarianti h; definiti dalle intersezioni di » e
y" con le corde comnni per O abbiano tutti uno stesso valore .
Tale valore risnlta essere 1’ invariante della omologia .

In base gl Lemma ed alla osservazione fatta in questo para-
grafo, la dimostrazione potri essere ottenuta sfrottando la parti-
colare rappresentazione da noi fatta delle curve » e »' con la si-
curezza che le conclusioni avranno valore non solo nel campo
metrico, ma anche nel ecampo proiettivo.

La dimogstrazione della necessitd della condizione si riduce
ad ana verifica analitica. Iuvero nel sistema di riferimento da
noi scelto, una omologia di centro O ed invariante % & data dalle
equazioui :

@ =

|

(9] Vv Y
vel=kz + 2w+ ny +»
Pertanto se la y & rappresentata su f da una funzione razionale;
z =z y) = @iy
la »" sard rappresentata dalla funzione:
s =n'la,y) = hofp + Ax 40y +

Di qui segue subito che le parti principali di 5 e #’ nei punti
T, hanno rapporto % e che le espressioni {() calcolate in ogni
nodo di f valgono pure k.

Dimostriamo ora che la condizione & sufficiente; in base a
quanto & stato detto nel paragrafo 2 le nostre curve saranno rap-
presentate da due fanzioni razionali su /:

3 == n(r, ¥) = @ly
zZ = ?)’(.1), .?/) — gp'/'ql.

Ora per quanto rignarda i punti T le nostre ipotesi, per il Lemma,
implicano che in ognuno di essi la funzione:
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. — R
H=y —ky—=" R
'(/?
ha valore finita. Pertanto la curva:
@=¢ — ke

passa per ogni punto T,
Per quanta rignarda poi i punti DD la ipotesi che 1’espressione
,/,z — F‘l
hj == ».z.']'- A
niz — Njt

abbia in ogni punto D il valore %, implica che la curva @ & in
ognuno di guesti punti, tangente alla w. Infatti poniamo che la
origine delle coordinate x, y sia un punto D e supponiamo di
aver scolto gli assi in modo che la equazione di 3 si possa scrivere:

y =Yy + ... =0}

essendo 1 termini tralasciati di grado maggiore di uno in =, y.
Le curve p e ¢  avranno allora equazioni del tipo:

@ E';aa: +by—+ ..=0

1

@

i

3{1,'.'5 ‘5— b’y St e = 0:.

essendo anche qui i termini trascurati di grade maggiore di uno.
Allora i due rami di / per D si potranno rappresentare in serie
per x abbastanza piccolo nelle forme :

y=mx 4 ..; y=m,x -4 ..
Pertanto si ha:
; "_“_a-%bml. 7,),_a+bm,
L — r —
mn, m,
(,_’ _a +4bm, - @+ bm,
Ny = T Ty Y, = -
m, m,

e di consegunenza :
Wy — ') — ) = @'l
‘da cul segne la nostra affermazions, giacchd nelle nostre ipotesi .é:
¢ — ko =y — kb)) + .. =0,

Le conclusioni della analisi ora svolta possono essere esposte in
altre parole dicendo che la carva @ passa per tutti i punti co-
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mani alle curve y ed f; essendo inoltre tangente a iy nei punti
doppi di /. Tanto basta per poter concludere che alla & & appli-
cabile il noto teorema di Nother (detto dell’Af -} Bg) e che si
pad scrivere : '

d=Ax T uy + My + /o
essendo 6 una opportuna curva di ordine » 4 1 — n.

Ne segue che, per i punti in cui & £ =0 si ba:

¢ ke

By W

A Aw -+ oay + v

e quindi »' pud ritenersi trasformata di y mediante la omologia
di equazioni:

V0
Y

\

—

=kz-+ A Fpy +

®






