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Sunlo. - Si considerano due curve algebriche gobbe il'l'idncibili 
~' e p', giacenti in uno stesso COllO di vertice O e passanti v volte per 
O stesso. Ogni coppia di rami di 'ì' e y' ptll' O (avetlti la stessa tan­
gente e \0) stesso piano DsculatQre) dà. luogo ad un inval'ialLte ditrsl'en­
zill.lo proiettivo. Si dimostra che condizione necessaria e sufficiente 
affiochè y 6 'J" siano omologiche rispetto al centro O è che tali iIl'Ht­

l'ianti ditfel'enziali siano tutti uguali tl'f\ loro ed anche uguali ti. certi 
invurianti finiti che si costruiscono in base ai segmenti sl'leati da 'Y 
e y' su ciaSCUllll. corde. ~oro\lI1e ~ler O. 

§ 1. - Seopo ùelIa presente Nota è la riRoluzione del problema 
di determinare le condizioni necessarie e sufficienti affinchè due 
curve gobbe algebriche irriducibili siano trasformate r una nel­
F altra da una omologia avente un centro assegnato O. 

Il problema ci ai è presentato, sotto forma apparentemente 
più gtllJerale, ma sostanzialmente equivalente, nel corso di altre 
ricerche ed ha importanza in relazione ad esse; tuttavia ci sembra 
che il suo risultato abbia interesse anche per sè stesso e quindi 
lo presentiamo libero òa elementi che gli sono estranei. Notiamo 
inoltre il fatto che, per la soluzione, sono confluite considerazioni 
appartenenti ai due campi della geometl'ia proiettiva differenziale 
e della geometria algebrica. 

§ 2. - Siano dunque i' e y' due curve gobbe algebriche irri· 
ducibili che hanno lo stesso ordine N e sono proiAtt::lte da un 
centro O secondo lo stesso COllO T. 

Diciamo r j r 2 ••• Tv i rami con cui y passa per O; rami che 
supporremo in tutta questa trattazione essenzialmente lineari e 
regolari, cioè a contatto bip~nto con le relative tangenti. Siano 



n, F. MANAI1A , 

t 2 ••• Iv tali rette, rispet.tivamente tangenti a "l' 'C~ '.' Tv in O, 
e :7l"j I .•• .n:p rispettivamente i piani osculatori. Poniamo che ad ogni 
ramo 't" \ di )l corrisponda un ramo -r' di'l avente la stessa tangente 
'Ì; allora in seguito alla ipotesi da noi fatta sulla unIcità del couo 
proiettante r. è chiaro che i due rami Ti e T/i avranno lo stesso 
piano osculatore che risulta toccare r lungo la generatrice tj. 

Parimenti diciamo d jl d 2 ••• do le corde proprie di )! per 0 , 
cioè le rette che si appoggiano a )' fuori di O in due punti e che 
corrispondono a generatrici doppie di r; anche qui è chiaro che 
le rette d ll d 2 ,., dJ sono pure corde di 7". 

Per semplicità supporremo che si presenti qui il caso gene­
rale, eioè che le rette ti e dj siano tutte dist.inte , e che inoltra 
le dj siano generatrici di r a carattere nodale: tale ipotesi sem­
plificativa non implica" nessuna restrizione .per la generalità delle 
nostre conclusioni giacohè i casi da noi esclusi (che cioè ]e l'stte 
ti e d j Don siano distinte o che qualche d.) sia a carat.tere cuspi­
dale) si lascia.no trattare senza difficoltà alcuna come casi limiti 
di quello che consideriamo. 

Assumiamo ora il punto O coincidente col punto ZJ:) impro­
prio dell' asse z di un sistema di coordinate cartesiane x, Yl Z ~ 

consideriamo la. curva f il cui ordine indicheremo con n C)l se­
zione del cono r col piano z = o. E chiaro che r po~siederà certi li 
nodi 1\ ... Do che sono le traccie delle rette d l ... d" sul piano 
z = O e certi l' punti TI'" Tv (il cui gruppo indicheremo sem­
plicemente come grnppo T) che ::lono 1~ traccie delle rette ti. 

Oome è noto, i gruppi di punti sezioni di ì' con i piani 
dello spazio sono proiettati da O in gruppi G di r appartenenti 

t ll 

ad nna serie g3 la. quale, per staccamento del gruppo neutro T,,,
dà la. g~ delle sezioni rettilinee di t, proiezioni dei gruppi di )' 

secati dai piani della stella avente centro in O. 
Analogamente i gruppi di punti sezioni di 7" con i piani dello 

spazio sono proiettati in gruppi G' di r appartenenti ad una g.:~, la 

qll.ale l per staccamento del gruppo neutro T) dà la stessa g2 delle 
" sezioni rettilinee di f. 

Sia ora V) una curva aggiunta ad {, passante per il gruppo T 
e di ordine opportunamente alto, tale che essa possa essere sceltlt 
in modo che non sia tangente a.d r in Dessuno dei ponti TI nè 
ad alcuno dei rami di r nei punti doppi di qoesta. Diciamo Jn 

l'ordine dilp e sia M il gruppo che essa seca su f fuori di T j 

(1) Qui e Hel seguito indichererno con la stessa lettera UIllJ, curva. 
pialla ed il polillomio che, ugua.gliato Il zero, ne di la equazione. Tale 
polinomio, come è chiaro, é definito a lDeno di un fattore costante. 
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Sil\110 poi <pm+' e <p'm .. ! due curve di ordine In -f" 1, aggiunte 
ad f, passanti per 1\1 e sBcanti su (1 fuori di l\i due gruppi, G e 
G' rispettivamente1 immagini dei gruppi secati su i' e)" dal piano 
z =0. 

Allora la g: dei gruppi G può ritenersi secata su l dalle 

curve del sistema lineare triplamente infinito: 

t'Pm+t + Ca:,/: --+ by +- c) . lpm = {J 

e rispettivamente la g,3 dei gruppi G' dalIl3 curve del sistema, 
analogo: 

l)J'm+i + (ax + by -+- c) '''POI = o. 
Di conseguenza la )' ammetterà la rappresentazione monoidale: 

",(x,p)
(=0; z = ,,(x, y) = 

,!,(x, y) 

e la y' la rappresentazione analoga: 

,,: (x, M)
(=0; 

lp(X1 Y) 

§ 3. - Ricordiamo ora che, come è noto (1), le proiezioni di 
due rami gobbi regolari aventi la stessa origine, la stessa tan­
gente e lo stesso piano osculatore, eseguite da ui! punto generico 
sopra un piano generico, hanno un inval'iante J di Mehll1ke-Segre 
che lIon dipende dal punto scelto come cent.ro di proiezione nà 
dal plano su clli si proietta. Esso costituisce pert,anto un inva­
riante proiettivo differenziale della coppia dei rami. 

Ora. per quanto riguarda le nostre curve )' e )" abbiamo già 
osservato che ad ogni ramo Ti di 'l' per O corrisponde un ramo 
T'i di ;/ avente la stessa tangente ti e lo stesso piano osculatore; 
nelle rappresentazioni mOIloidali delle curve )' e y' che abbiamo 
dat.o nel precedente paragrafo essi corrispondono ad uno stesso 
punto Ti di r che è polo di primo ordine tanto per la funzione 1i 

che per la funzione II', Il legame tra il comportamento relativo 
delle funziolli ti ed II' in un punto Ti e l'invariante J dei dlle 
rami corrispondenti è precisato dal seguente: 

LEMMA: In ogni pUlIto Ti il rapporto delle parti principali 
delle funzioni 'i ed 1/, cOllsiderate come funzioni dei punti di fl 
vale r iuvaciante J dei corrispondenti rami di y e ')/', 

(I) CCt'. FUBl~I e CElUH, Geometria pr(ljeUiva dit"ereH~iale. Tomo Il, 
Appendice Il (di E. Hompiani), 11, L 



4� C. F. MANARA, 

La dimostrazione si" riduce ad nna semplice verifica analitica. 
Infatti è sempre possibile assumere TI nelPorigine delle coordi­
nate x, .II e scegliere le unità di misura sui due assi in modo 
che la funzione algebrica Y(X) definita dalla equazione: 

{(Cf', y) = O 

ammetta, per x abbastanza piccolo, lo sviluppo: 

y =x' + .., 
La equa.zione di l}} assumerà la forma: 

'f =1m", -I- ny -I- '" = 01 

(essendo i termini tralasciati di grado superiore al primo Jll (~, y) 
ed a.nalogamente si avrà: 

, (P =)CI:: T al ~ -t-- rJ.',! Y + ... = O: 

ì. fil '--=-::: loc'-I-'O'. l X +.CIi: 2!1 -I- ... -- O', 

Quindi nell' intorno di ~ = O le funzioni li ed 1l dei punti della r 
potranno essere sviluppate secondo le potenze di x nella forma: 

•� .'V = -- + 0("') 'i = -- + O' (,,;) 
"ma;� mx 

essendo {j e il' funzioni regolari. Pertanto il rapporto delle parti 
principali vale: 

Hm l//1} = a.'/a. 
, --4, 

Operiamo ora la seguente trasforml:lzione proiettiva, che porta il 
punto O nella origine degli assi: 

X=xlz Y= .v/: z = l)z. 

Allora il ramo • di y che Cl ID teressa sa.rà rappresentato nelle 
nuove coordinate X, Y j Z da : 

./ 1n 
; X=-x'-I­
I • 

\Y=~X'+
 
f� . ,: 
Z=- x + ...

• 
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ed aualogamente il ramo ..' di y' da: 

I m 
X=--;i ",' + 

\ y m ,I =7'" + ", 

\Z=:' "'+ .. , 
Manifestamente per la trasformazione l'invariante J non cambia i 
e risulta facile calcolarlo su questì" ultimi rami, per es. conside­
rando la loro proiezione dal punto improprio dell' asse delle Y 
::ml piano oscnlatore Y = O; esso vale, come vuole la tesi J = a,'/rt.. 

§ 4. - Consideriamo ora una. corda dj per O comune a re l'" 
e diciamo Aj e Bj i punti secati, su di 8ssa da " fuori di 0, ed 
A'J e B'j quelli secati da y'; precisamente chialllia~o A'j il punto 
di y' in cui la tangente è complanare con quella di l' in Aj e 
B'j quello in cui la tangente è complanare con quella di y e Bj. 

È faclle verificare che i cinque punti allineati 0 , Aj, Bj l 

A'j, B'j dàllno luogo ad una espressione invariante proietti Va: 

h _ OAj , OB;, A'jB'j 
J - OA'j , OB'j , A,Bj 

il cui significato è quello dell' invar:'ante dalla proiettività defi­
nita su dj dalle due terne O Aj Dj, O A'j B',i' 

È ora facile stabilire la validità della seguente: 
OSSERVAZIONE: Data la particolare posìzlone da noi Bcelt.a per il 
punto 0 1 ogni invariante hj si riduce a: 

cioè al rapporto dei segmenti finiti intercettati Sl1 ogni corda 
dJ dalle curve ;, e l'" 

Pertanto si può calcolare analiticamente un invariante hJ nella 
rappresentazio'ne monoidale da noi data; in-vero, detto 1Jj1 il li­
mite dei valori della. funzione tI calcolata per un punto P di f 
quando P tende a D,I su UllO dei rami di f per Dj stesso, ed 1)j2 il 

I limite analogo per l'altro ramo, ed i}/j11 1(52 i limiti analoghi per 
la funzione r/, si ha: 

1t.i2 - ?.i1
(1) hj - ----­

1jj2 - t]j1 
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Siamo ora Hl grado di concludere lo. nostra ricerca dimo­
strando il seguente: 

TEOREMA: Affinchè due curve)-' e y', proiettate da un centro 
O secondo IlllO stesso COllO e tali che ognl ramo di ? per O è 
ivi tangente ad uno di )"1, siano trasformate 1'una nelP altra da 
una omologia w avente centro in O è necessario e sufficiente 
che gli invarianti differenziali J definiti dalle coppie di rami di 
)-' e}" per O e gli invarianti hj definiti dalle intersezioni di )' e 
y' con le corde comuni per O abbiano tutti uno litesso valore k. 
Tale valore risulta essere 1'invarian-te della omologia w. 

In base al Lemma ed alla oBservazione fatta in questo para­
grafo , la dimostrazione potrà essere ottenuta sfrattando la parti. 
colare rappresentazione da noi fatta delle curve ;' e ,,' con la si­
curezza che le conclusioni avranno valore nOll solo nel campo 
metrico, ma anche nel campo proiet.tivo. 

La dimostrazione della necessità della condizione si riduce 
ad una verifiea analitica. Invero nel sistema di riferimento da 
noi scelto.. Ulla omologia di centro O ed invariante h è data dalle 
eq llaziQui : 

'[ç'=J: 

\ . 
''l'V=Y 

\ z! = hz + l.x -+ ,"/1 +,. 
Pertanto se la ,v è rappresentata su r da una funzione razionale; 

Z = !{(x l .11) = rp/'p 

la ,v' sarà rappresentata dalla funzione: 

Z = 'Il' (:C, y) = krp/ljl + }..1'.' -+ l' ,'I + l' 

Di qui segue subito che le parti principali di ti e t} nei punti 
TI hanno rapporto k e che le espressioni l. () calcolate in ogni 
nodo di f valgono lmre le 

Dimost.riamo ora c:he la condi7.iione è sufficiente; in base a 
qua,nto è stato dett.o nel paragrafo 2 le nostre curve saranno rap­
presentate da due funzioni razionali su (: 

Ora per quanto riguarda i punti T le nostre ipotesi, per il Lemma,! 
implicano che in ognuno di essi la fUllzione: 



7 Lg CO~nIZlONI PERCHj..~ nrE CURVE GOBBE, ECC. 

rp' - hq!
H=IJ' - kl}=­

V' 

ha valore finito, Pertanto la curva: 

cP = rpl -- k Cf 

passa per ogni punto 1;. 
Per quanta riguarda poi i punti D la ipot.esi che l'espressione 

abbia ili ogni punto D il valore h, implica che la curva <P è, in 
ognulio ::li questi punti) talJgente alla lP. Infatti poniamo che la 
origine delle coordinate x,.II sia un punto D e snpponiamo di 
aver scelto gli assi in modo che la equazione di 1/1 si possa scrivere: 

11' == [.1/ -f- ... = 01 

essendo i termini tralasciati di grado maggiore di uno In x, /I. 
Le curve 'P e rp' avranno allora equazioni del tipo; 

<p = la." + b Il -I- ... = O: 

essendo anche qui i termini trascurati di grado maggiore di uno. 
Allora i due rami di r per D ::iL potranno rappresentare in serie 
per x abbastanza piccolo nelle forme: 

y=m,x+ ' .. , y = nl~x -t- ... 

Pertanto si ha: 

a+- bm1 a + òm,
1}1=-----; 

m, 

__ a' + b' /n __ a.' + b'm~
1

11'1'=:: ---- .; t/ - --­
lUI ~ - 'n'l 

e di conseguenza: 

da cui segue la nostra affermazione, giaechè nelle nostre ipotesi è: 

<p' - k<p =.y(/;, - k/;) + .,. = 0, 

Le conclusioni della analisi afa svolta possono essere esposte in 
altre parole dicendo che la curva r[J passa per' tutti i punti eo­
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muni alle curve ljJ ed f, eAsando inoltre tangente a lj} nei punti 
doppi di j: Tanto basta per poter concludere che alla rp è appli­
cabile il noto teorema di Nother (detto dell' Ar+ B'P) e che si 
può scrivere; 

essendo o: una opportuna curva di ordine m + 1 - 11, 

Ne segue cbe l per i punti in cui è f = O si ha: 

q;' krp I 

--=-- +J." ,!'il + l' 
lp VI 

e quindi~, può ritenersi trasformata di ì' mediante la olll.ologia 
di equazioni: 

,v/ = x 

\ y' =x 

I z' = kz + J..'" t- l' Y + l'. 




